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平成 20 年 1 月に中央教育審議会から出された「幼稚園，小学校，中学校，高等学校及び
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（３）算数的活動における「説明する活動」に関する記述 
 平成 20 年 3 月に改訂された小学校学習指導要領では，算数科の内容に，従来の「A 数と










学 年 算 数 的 活 動 


















「説明する活動」を含む算数的活動は，29 項目の算数的活動の中の 7 項目であり，第 5
























これは，「はじめにリンゴが幾つかあって，5 個もらったら 12 個になった．はじめにいく
つあったか．」という問題場面において，問題状況を図１-１のように表し，これを用いて 12
－5 という式になることを説明する活動である．第 2 学年の段階では，このように，12－5
というひき算で計算できることを，図を根拠として説明する活動が例示されていることから，




















 これは，568＋437 の計算における繰り上がりの処理を，1 が 10 個で 10 に置き換わるこ
と，10 が 10 個で 100 に置き換わることを用いて，硬貨のモデルで説明する場面である．
実際に，計算場面を硬貨で表現すると，1 円玉が 15 個あるので，そのうちの 10 個を 1 個の
10 円玉に置き換える．さらにそれと 9 個の 10 円玉を合わせて 10 個の 10 円玉になるので，
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 ここでも，加法の場合と同様に，23 の 4 つ分を硬貨のモデルで表して，1 円玉と 10 円玉











 これは，120×2.5 という小数をかける乗法の意味を，「120 を 1 と見たときに 2.5 に当た
る大きさを求める計算」として捉え，その構造を数直線という表現方法を用いて説明する活
































も，第 2 学年では「具体物を図化した帯図」，第 3 学年では「硬貨をモデルとした操作教具」
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 全国学力・学習状況調査は，小学校第 6 学年および中学校第 3 学年の児童生徒を対象と
して平成 19 年度から実施されている全国規模の学力調査である．平成 19 年度から平成 21
年度までの 3 年間は悉皆調査という形で実施されてきたが，一定規模の調査であれば全国
規模の傾向を把握できるとして，平成 22 年度，平成 24 年度は 3 割程度の児童生徒を対象
とする抽出調査となった．平成 25 年度からは再び悉皆調査として実施され，平成 26 年度





容」に関する「算数 B・数学 B」とから構成されており，「算数 A・数学 A」では，選択式










況調査の 4 年間の調査結果から今後の取り組みが期待される内容のまとめ』には，「算数 B」













求めることが考えられる。また，「理由」を記述する際には，「A だから B となる」の
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 全国学力・学習状況調査のうち，すでに調査結果報告書が出されている平成 19 年度から
平成 25 年度（平成 23 年度は未実施）までの 6 回の調査をみると，「算数 B」において「理
由」を説明する問題として出題された記述式の問題は，全部で 16 題ある．それらの問題の
概要と正答率等についてまとめたものが，以下の表１-２から表１-７である． 
【表１-２：「理由」を説明する問題の正答率等（平成 19年度調査，算数 B）】 








量と測定 18.2％ 3.5％ 
６(2) ２人の走り高跳びのめあてについて，計算 
せずに大小を比較できる理由を説明する． 
数量関係 51.4％ 20.3％ 
【表１-３：「理由」を説明する問題の正答率等（平成 20年度調査，算数 B）】 
設問 設問の概要 領域 正答率 無答率 
１(2) どの 2 つの戸棚を選んで置いても，ドアを開け
閉めすると，ドアが戸棚に当たってしまうわけ
を書く． 
数と計算 30.3％ 11.9％ 
２(3) 米の生産額について，「割合が減っているから， 数量関係 17.6％ 1.9％ 










【表１-４：「理由」を説明する問題の正答率等（平成 21年度調査，算数 B）】 








数量関係 17.9％ 7.5％ 
【表１-５：「理由」を説明する問題の正答率等（平成 22年度調査，算数 B）】 




量と測定 33.5％ 21.8％ 
５(2) 割引券を使うと値引きされる金額が最も大き
くなる商品を選び，そのわけを書く． 




図形 14.9％ 9.1％ 
【表１-６：「理由」を説明する問題の正答率等（平成 24年度調査，算数 B）】 
設問 設問の概要 領域 正答率 無答率 
１(2) 代金 630 円に対して，1030 円よりも 1130 円
を支払ったときの方が，おつりの硬貨の枚数が
少なくなるわけを書く． 
数と計算 42.8％ 5.6％ 
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数量関係 23.8％ 10.5％ 
【表１-７：「理由」を説明する問題の正答率等（平成 25年度調査，算数 B）】 
設問 設問の概要 領域 正答率 無答率 
１(2) 三つの乗り物券の買い方を比較して，どの買い
方が一番安いかを選択し，そのわけを書く． 




数量関係 44.7％ 7.8％ 







 正答率に関しては，平成 19 年度の１(3)（68.1％），６(2)（51.4％）や平成 25 年度の１
(2)（51.0％）など，過半数が正解できている問題もあるが，正答率が 30％未満の問題が 16
題中 7 題（43.8％）となっており，中でも，平成 19 年度の５(3)（18.2％），平成 20 年度の
２(3)（17.6％），平成 21 年度の５(3)（17.9％），平成 22 年度の５(2)（17.4％），６(2)（14.9％）
のように，正答率が 20％を下回る問題も多く，「理由」を記述して説明する問題に対する児
童の理解には課題があると言わざるを得ない． 
 特に正答率の低かった問題には，平成 20 年度の２(3)，平成 21 年度の５(3)，平成 22 年
度の５(2)のように「割合」の内容に関わるものが多く，算数科としての内容の難しさから，
「理由」を説明する問題でも正答率が低くなっているという見方もできるが，解答類型を見
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てみると，単に割合についての理解が不十分であるために「理由」の説明ができていないわ
けではないことが分かる．例えば，以下は，平成 22 年の５(2)の問題である． 
 

















































平成 20 年 3 月改訂の中学校学習指導要領 1)では，代数的証明に関する内容として，第






























また，それぞれの学年での取り扱いについて，第 2 学年と第 3 学年の具体的項目の文末
を比較してみると，第 2 学年では「説明できることを理解すること」となっているのに対






























教科書会社 T社 K社 G社 
H22年 
全体のページ数 208 178 188 
単元のページ数 20 18 22 
代数的証明のページ数 3 2 3 
全体に対する割合 1.4％ 1.1％ 1.6％ 
H24年 
全体のページ数 212 206 220 
単元のページ数 24 20 26 
代数的証明のページ数 3 3 5 
全体に対する割合 1.4％ 1.5％ 2.3％ 
【表１-９：教科書会社における代数的証明のページ数（第３学年）】 
教科書会社 T社 K社 G社 
H22年 
全体のページ数 208 180 188 
単元のページ数 28 24 28 
代数的証明のページ数 3 3 3 
全体に対する割合 1.4％ 1.7％ 1.6％ 
H24年 
全体のページ数 256 262 276 
単元のページ数 28 28 32 
代数的証明のページ数 4 5 4 
全体に対する割合 1.5％ 1.9％ 1.4％ 
































題 材 T社 K社 G社 
連続する 3つの整数の和   ◎○ 
連続する 5つの整数の和 ◎   
連続する 2つの奇数の和   △ 
連続する 3つの偶数の和 △   
差が 3である 3つの整数の和   △ 
2 桁の自然数とその数の一の位と十の位を入れか
えた数の和 
◎ ◎ ◎ 
2 桁の自然数とその数の一の位と十の位を入れ変
えた数の差 
○ ◎ ○ 
3 桁の自然数とその数の一の位と百の位を入れか
えた数の差 
  ◇ 
奇数＋奇数＝偶数 ◇ ◎ ◎ 
偶数＋奇数＝奇数  ○ ○ 
偶数＋偶数＝偶数  △ ○ 
カレンダーの数の並び ◎○ △  
数あてゲーム ◇ ◇  
その他（図形関係など） △  ◎△◇ 
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【表１-１１：代数的証明の題材（第 3学年）】 
題 材 T社 K社 G社 
連続する奇数の積に 1を加えると 4の倍数 ◎ ○  
連続する偶数の積に 1を加えると奇数の 2乗 △ ◎ ◎○ 
連続する奇数の 2乗の差は 8の倍数   ○ 
連続する 2数の 2乗の差 ○ △ △ 
連続する 3整数の最大数の 2乗と最小数の 2乗の
差 
  △ 
連続する 3 整数の中央の数の 2 乗から 1 を引くと
残り 2数の積 
  ○ 
2つの奇数の積は奇数   △ 
道幅×長さ＝面積（円） ◎ ◎ ◎ 
道幅×長さ＝面積（円以外） ○ ○ ○ 
十の位が等しく一の位の数の和が 10である 2つの
自然数の積 
◎△ ◎ ◇ 
十の位の数の和が 10 で一の位が等しい 2 つの自
然数の積 
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他の 2 つのカテゴリーの問題については，各社においてその取扱いに差が見られた．「連
続する整数の和に関する問題」に関しては，T 社と G 社のみが扱っており，K 社は扱って
いない．また，「偶数や奇数の和や差に関する問題」では，K 社と G 社が例題，問のレベ











れば，G 社の教科書では「連続する整数や奇数・偶数の 2 乗を含む数の性質に関する問
題」において様々なバリエーションを扱っている一方で，「ある条件を満たす 2 位数どうし
の積に関する問題」に関しては，コラムでの扱いにとどまっているということであろう． 
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（１）全国学力・学習状況調査における代数的証明に関する問題 






連続する 3 つの自然数の和が 3 の倍数になることの説明を読み，連
続する 5 つの自然数の和が 5 の倍数になることの説明を完成する． 
平成 20年度 
2 桁の自然数とその位を入れ替えた数との和が 11 の倍数になるこ
との説明を完成させ，差の場合はどのような数になるかを予想する． 
平成 21年度 
連続する 3 つの自然数の隣り合う 2 数を足していく計算フォーマッ








連続する 3 つの自然数の和が中央の数の 3 倍になることの説明を読
み，連続する 5 つの自然数の和が中央の数の 5 倍になることの説明
を完成する． 
平成 24年度 
連続する 3 つの自然数の和が 3 の倍数になることの説明を完成さ
せ，連続する 3 つの偶数の和がどのような数になるかを予想する． 
平成 25年度 
2 けたの自然数と，その数の十の位の数と一の位の数を入れかえた
数の差が 9 の倍数になる説明を完成する 









































































































年度 β１(1) β１(3) β２(1) β２(3) 
平成 19年度 ○  ○ ○ 
平成 20年度 ○ ○  ○ 
平成 21年度 ○  ○  
平成 22年度 ○  ○ ○ 
平成 23年度 ○  ○ ○ 
平成 24年度 ○ ○  ○ 
平成 25年度 ○ ○  ○ 















いないわけではない．平成 22 年度調査では，連続する 3 つの奇数の和についての予想に
対して反例を上げて成り立たないことを説明する文章を完成させる出題がなされていた

























平成 19 年度調査では，「連続する 3 つの自然数の和が 3 の倍数になること」に関する太
郎さんの説明を読んで，(1)計算結果の 3(n+1)から，3 の倍数であること以外にどのような

































平成 21 年度調査では，連続する 3 つの自然数を入れて隣同士を足して 2 段目，3 段目と
数を入れていく計算フォーマットにおいて，「3 段目の数はいつも 4 の倍数になる」という
健治さんの予想を読んで，(1)21，22，23 という連続する 3 つの自然数を 1 段目に入れた
ときの 3 段目を求める問題（短答形式），(2)「3 段目の数はいつも 4 の倍数になる」とい
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【平成 22年度調査】 
平成 22 年度調査では，「連続する 3 つの奇数の和」について健太さんが具体的な奇数か
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【平成 24年度調査】 










率は 57.0％であった．しかし，この中には，「2 の倍数になる」や「3 の倍数になる」と答
えたものが 32.4％も含まれており，「6 の倍数になる」と答えられた生徒は，正答者数の半
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 この年度の調査問題は，出題の形式として平成 20 年度調査，平成 24 年度調査と同様で
あり，「いつでも成り立つ理由を説明する問題」と「予想されることがらを記述する問題」











る．(a)のタイプとしては，平成 20 年度調査の２(3)，平成 22 年度調査の２(3)，平成 24
年度調査の２(2)，平成 25 年度調査の２(2)がこれに該当する．また，(c)のタイプとして
は，予想やことがらが正しいことの説明を完成させる問題がこれに該当し，平成 19 年度
調査の２(2)，平成 20 年度調査の２(2)，平成 21 年度調査の２(2)，平成 22 年度調査の２
(2)，平成 23 年度調査（未実施）の２(3)，平成 24 年度調査の２(1)，平成 25 年度調査の





年度 問題の概要 正答率 無解答率 
19 





えた数の和が 11 の倍数になることの説明を完成させる． 
39.7％ 26.8％ 
21 
1 段目に連続する 3 つの自然数を入れたとき，3 段目の数
が 4 の倍数になることの説明を完成させる． 
41.7％ 17.2％ 
22 


















22 連続する 4 つの奇数の和について成り立つ事柄を書く． 59.0％ 18.7％ 







た，無解答率も 25％前後で推移しており，このことから，第 3 学年の生徒の 4 人に 1 人は
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【表１-１８：文字式による論証能力の水準】 
水準 0 無回答，あるいは，問題文を繰り返していたり，説明になっていない． 
水準 1 文字式を使わずに，具体的な数値を挙げたり，言葉で説明しようとする． 
水準 2 文字式を使うが，不適切な使い方をする． 





 水準 0 水準 1 水準 2 水準 3 
中学校第 1学年 53％ 41％ 6％ 0％ 
中学校第 2学年 40％ 25％ 12％ 23％ 
中学校第 3学年 22％ 18％ 12％ 48％ 
これを見ると，文字式を用いない水準 1 以下の生徒が，中学校第 1 学年で 94％，第 2 学
































 水準 0 水準 1 水準 2ア 水準 2イ 水準 3 
中学校第 1学年 12％ 65％ 8％ 12％ 3％ 
中学校第 2学年 7％ 35％ 6％ 23％ 29％ 
中学校第 3学年 3％ 24％ 5％ 32％ 36％ 
これを見ると，第 1 学年から第 2 学年にかけて，水準 1 以下の生徒が減少し，水準 2 以
上の生徒が増加することが分かる．しかし，第 3 学年でも水準 3 に達する生徒は 36％であ
ることが分かる．また，水準 2-アと水準 2-イを比較すると，どの学年でも水準 2-イの生徒
が多い．文字を用いて証明することの意味については理解できていても，帰納的な説明の
不十分さについては指摘できないという傾向にあることが示されている．このような結果
は，図形領域における調査（例えば全国学力・学習状況調査の平成 21 年度調査「数学 A」














































































































国立教育政策研究所教育課程研究センター(2007a)．『平成 19 年度 全国学力・学習状況調査 
解説資料 小学校 算数』． 
国立教育政策研究所教育課程研究センター(2007b)．『平成 19 年度 全国学力・学習状況調査 
解説資料 中学校 数学』． 
国立教育政策研究所教育課程研究センター(2008a)．『平成 20 年度 全国学力・学習状況調査 
解説資料 小学校 算数』． 
国立教育政策研究所教育課程研究センター(2008b)．『平成 20 年度 全国学力・学習状況調査 
解説資料 中学校 数学』． 
国立教育政策研究所教育課程研究センター(2009a)．『平成 21 年度 全国学力・学習状況調査 
解説資料 小学校 算数』． 
国立教育政策研究所教育課程研究センター(2009b)．『平成 21 年度 全国学力・学習状況調査 
解説資料 中学校 数学』． 
国立教育政策研究所教育課程研究センター(2010a)．『平成 22 年度 全国学力・学習状況調査 
解説資料 小学校 算数』． 
国立教育政策研究所教育課程研究センター(2010b)．『平成 22 年度 全国学力・学習状況調査 
解説資料 中学校 数学』． 
国立教育政策研究所教育課程研究センター(2011a)．『解説資料 小学校 算数』． 
国立教育政策研究所教育課程研究センター(2011b)．『解説資料 中学校 数学』． 
国立教育政策研究所教育課程研究センター(2012a)．『平成 24 年度 全国学力・学習状況調査 
解説資料 小学校 算数』． 
国立教育政策研究所教育課程研究センター(2012b)．『平成 24 年度 全国学力・学習状況調査 
解説資料 中学校 数学』． 
 
- 53 - 
 
国立教育政策研究所教育課程研究センター(2013a)．『平成 25 年度 全国学力・学習状況調査 
解説資料 小学校 算数』． 
国立教育政策研究所教育課程研究センター(2013b)．『平成 25 年度 全国学力・学習状況調査 
解説資料 中学校 数学』． 
佐々祐之(2012)．「学校数学における代数的証明に関する一考察」，『熊本大学教育学部紀要』，















文部科学省・国立教育政策研究所(2008a)．『平成 19 年度 全国学力・学習状況調査【小学校】
報告書』． 
文部科学省・国立教育政策研究所(2008b)．『平成 19 年度 全国学力・学習状況調査【中学校】
報告書』． 
文部科学省・国立教育政策研究所(2008c)．『平成 20 年度 全国学力・学習状況調査【小学校】
報告書』． 
文部科学省・国立教育政策研究所(2008d)．『平成 20 年度 全国学力・学習状況調査【中学校】
報告書』． 
文部科学省・国立教育政策研究所(2009a)．『平成 21 年度 全国学力・学習状況調査【小学校】
報告書』． 
- 54 - 
 
文部科学省・国立教育政策研究所(2009b)．『平成 21 年度 全国学力・学習状況調査【中学校】
報告書』． 
文部科学省・国立教育政策研究所(2010a)．『平成 22 年度 全国学力・学習状況調査【小学校】
調査結果概要』． 








文部科学省・国立教育政策研究所(2012c)．『平成 24 年度 全国学力・学習状況調査【小学校】
調査結果概要』． 
文部科学省・国立教育政策研究所(2012d)．『平成 24 年度 全国学力・学習状況調査【中学校】
調査結果概要』． 
文部科学省・国立教育政策研究所(2013a)．『平成 25 年度 全国学力・学習状況調査報告書 
小学校 算数』． 












































































































































































③ 図的証明や範例による証明は，「操作的証明（Action proof）」には含まれない． 






































 実際，ヴィットマンは 1996 年 ICME8（スペイン）のトピックグループ 8（テーマ： "Proofs 





































と》（Wittmann(1985)，p. 9）  




















数」と呼ばれる数学的現象である（Wittmann(1996)）．ANNA 数は，「0 から 9 までの 2 つ
の数を用いて作った 2 種類の ANNA 数（例えば，4334 と 3443）の差をとると，必ず 891






2 つの ANNA 数の差 
1221 と 2112，3443 と 4334 など 1 891＝891×1 
1331 と 3113，3553 と 5335 など 2 1782＝891×2 
2552 と 5225，4774 と 7447 など 3 2673＝891×3 
1551 と 5115，3773 と 7337 など 4 3564＝891×4 
1661 と 6116，2772 と 7227 など 5 4455＝891×5 
2882 と 8228，3993 と 9339 など 6 5346＝891×6 
1881 と 8118，2992 と 9229 など 7 6237＝891×7 
1991 と 9119，880 と 8008 8 7128＝891×8 
990 と 9009 9 8019＝891×9 
通常，ANNA 数の差のパターンに関する形式的な証明は，ANNA 数の一般的表現を担保
するために，ANNA 数を構成する 2 つの 1 桁の自然数をそれぞれ文字で表し，次のように
行われる． 
 （証明）最初に選んだ 2 数を a ，b （ ba > ）とすると，2 つの ANNA 数は， 
abba +++ 101001000 ， baab +++ 101001000 と表わされる。 
    これらの差をとると， 
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( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )





















ここで， ( )ba − は，ANNA 数を構成する 2 数の差を表しているので， 
2 つの ANNA 数の差は，最初に選んだ 2 数の差の 891 倍となる．（証明終） 
 これに対して，ヴィットマンが提起する「操作的証明」では，おはじきと位取り表を用い
て，以下のように証明される．以下に示すのは，4 と 3 という差が 1 である 2 数から作られ



















千 一 十 百 
千 一 十 百 千 一 十 百 
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 2 つのおはじきの操作によって，全体としては，＋1000－100－10＋1＝891 だけ値が変
化することになる．2 つの数の差が 2 の場合は，動かすおはじきのペアは 2 組となるので，






百の位から千の位へおはじきを 1 つ移動させる操作によって値は 1000－100＝900 増加し，
十の位から一の位への操作の結果 10－1＝9 減少することから，全体として値は 900－9＝



































【資料２-１：Das Zahlenbuch，4. Schuljahr,  S. 102】 
 
ANNA 数  
3663, 8558，1001 のような 4 桁の数を ANNA 数といいます。 
１ a)２つの数を使って２つの ANNA 数をつくりましょう。そして大きい ANNA 数
から小さい ANNA 数を引いてみましょう。同じように計算してみましょう。 
b)どんな答えを見つけましたか？ 出てきた答えを並べてみましょう。 
c)答えが同じになる ANNA 数を見つけましょう。 
２ 891 に 2，3，4，…，9 をかけてみましょう。その答えと１a)の答えと比べましょ
う。気がついたことがありますか？ 
３ 2332 を位取り表で表しましょう。それが 3223 になるようにおはじきを動かしまし
ょう。数はどれだけ大きくなりましたか？ 3223 は，2332 よりいくつ大きいですか？  
他の ANNA 数のときもしらべてみましょう。 





(1) 2 つの数で 2 つの ANNA 数をつくり，その差を計算する． 
(2) ANNA 数の差を並べたり，同じ差がでる ANNA 数を探す． 
(3) 891 に 2，3，4，・・・9 をかけて答えを出し，ANNA 数の差と比較する． 
(4) おはじきと位取り表を使って，その差が 891 の倍数になっていること考える． 







の ANNA 数にすることができる．たとえば，3663 から 6336 にするには，おはじきの
ペア 3 組が必要である．したがって２つの ANNA 数の差は 891×3＝2673 となる． 
 ANNA 数の差がもっとも小さいのは 1000−100−10＋１＝891 である．ANNA 数の
差は，一の位の数は千の位の数より１大きく，百の位の数は，十の位の数よりも１小さ

















 ANNA 数を素材とする「本質的学習環境」の学習活動が示しているように（資料 1，2），
そこではこの一連の数学的活動の流れが考慮されているように思われる．特に，おはじきの
移動による「操作的証明」は，子どもたち自身が見出した数学的なパターンがなぜ成り立つ





















 前述したように，ANNA 数は，「0 から 9 までの 2 つの数を用いて作った 2 種類の ANNA
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数（例えば，4334 と 3443）の差をとると，必ず 891 の倍数，特に 891×（最初に選んだ 2
数の差）となる」という数学的現象である．この数学的現象に対する，文字式による「形式
的な証明」とおはじきと位取り表を用いた操作的な証明を，再度ここで比べてみる． 
 （証明）最初に選んだ 2 数を a ，b （ ba > ）とすると，2 つの ANNA 数は， 
abba +++ 101001000 ， baab +++ 101001000 と表わされる。 
    これらの差をとると， 
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )





















ここで， ( )ba − は，ANNA 数を構成する 2 数の差を表しているので， 












値が変化することになる。2 つの数の差が 2 の場合は，動かすおはじきのペアは 2 組と
なるので，891×2，つまり 1782 だけ値が変化することになる． 
【図２-６：おはじきと位取り表による操作的証明】 
千 一 十 百 千 一 十 百 
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 確かに，形式的証明では，計算式の最後の結果が ( )ba −891 となることから，2 つの ANNA
数の差が 891の倍数になるということは，子どもにとっても比較的理解しやすいであろう．
しかし，形式的証明に慣れていない段階の子どもにとっては，証明の最初の部分で，なぜ 2
つの ANNA 数が， abba +++ 101001000 ， baab +++ 101001000  と表現されるのかを理




という表現方法によって，形式的証明において 4 桁の ANNA 数が abba +++ 101001000 と
表現されることが分かりやすくなるであろう．つまり，形式的証明における a ，b  は，各
位におかれたおはじきの個数を表しており，その結果， ba −  は ANNA 数を作るために最
初に選んだ 2 数の差を表していることが，視覚的に捉えやすくなるのである．また，100 の
位から 1000 の位へ，また 10 の位から 1 の位へとおはじきを 1 つ（4334 と 3443 の例では
最初に選んだ数の差は 1）動かすという操作は，1000 増えて 100 減る，10 減って 1 増える
という数学的な現象を表しており，形式的証明における代数的な式変形の意味理解を助ける
ことになると考えられる．つまり，「最初に選んだ 2 数の差の個数ぶんだけ，100 の位から
おはじきをとり，1000 の位におく」という操作は， ( ) ( )baba −−− 1001000  の部分に対応
しており，「最初に選んだ 2 数の差の個数ぶんだけ，10 の位からおはじきをとり，1 の位に
おく」という操作は， ( ) ( )baba −+−−10  の部分に対応するということである．もちろん，










































千 一 十 百 千 一 十 百 
千 一 十 百 千 一 十 百 
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 2345 という各位の数字が連続している 4 桁の整数を位取り表におはじきによって表現し，
「十の位のおはじきを 1 つ百の位へ，一の位のおはじきを 3 つ千の位へ」というおはじき
の移動をする．この操作によって，5432 という各位の数字が逆転した 4 桁の整数を構成 
することができる．これは，右上がりに配置されているおはじきを右下がりの配置となるよ
うに移動したことから現れた現象であるが，このような配置の変形は，2345 の場合だけで
はなく，3456 や 4567 という各位の数字が連続する 4 桁の整数の場合であれば，まったく
同じ操作で可能である．このおはじきの操作は，3000 増えて 3 減る，100 増えて 10 減ると
いう操作を表していることから，式で表すと＋3000－3＋100－10＝3087 となり，結果とし










ば，ANNA 数と類似した 4343，3434 などの NANA 数に関する数学的パターン，また 3 桁
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内の公立小学校第 5 学年の児童 45 名である．調査に当たっては，附属小学校の児童 3 名を
対象とした予備調査を行い，調査内容（質問事項）の検討・修正を行った上で，本調査を実
施した． 
 インタビュー調査は，平成 22 年 11 月末から 12 月にかけて行った．1 対 1 の面接方式で
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1 人あたりに要する時間が 10 分から 15 分程度であったため，昼休みや放課後の時間を利





 おはじきと位取り表の操作に関するインタビュー調査で扱った内容は，以下の 3 つから
構成されている． 
①おはじきと位取り表による数の表現  
・位取り表におはじきで示された 234，405 を児童はどのように認識するのか． 
・児童は 253，550 という数をどのように位取り表におはじきを置いて表現するのか． 
②位取り表におけるおはじきの操作の意味理解 
・位取り表におはじきで 123 を表しておき，一の位から百の位へおはじきを移動し
て 222 としたとき，いくつ増えたかをどのように説明するのか． 
・おはじきの移動を「一の位から 1 つ取り去って，新たに百の位へ 1 つ置く」という
ように変えたとき，いくつ増えたかをどのように説明するのか． 
③おはじきの操作の活用 
・「233 と 332 の差」「123 と 321 の差」をおはじきと位取り表を用いてどのように 
求めるのか． 














は，【図３-２】のように，十の位に置かれたおはじきは 1 つが 10 を表し，百の位に置かれ
たおはじきは 1 つが 100 を表すというように，どの位に置かれるかによって，1 つのおはじ
きが表す数（量）は異なってくる．この表現方法は，例えば十進位取り記数法では abc と表



















ように，位取り表におはじきで 123 を表した状態で，一の位から百の位へおはじきを 1 つ
移動させて 222 としたとき，数としてはいくつ増えたかを，おはじきの動きから解釈して
「1 減って 100 増えたので全体としては 99 増えた」という説明を想定した問題である． 
 ここで，一の位から百の位へおはじきを 1 つ移動させたとき，一の位で 1 を表していた
おはじきは，百の位へ移って 100 を表すことになる．つまり，同じおはじきが位取り表のポ
【図３-１】 





れる．そのため，上記のようなおはじきの移動に対して「1 減って 100 増えるので 99 増え
た」という説明ができない児童に対しては，位取り表におはじきで 123 を表した状態で，一












 最後に③は，「1 減って 100 増えるので全体としては 99 増えた」というおはじきの操作
の活用に焦点を当てた問題である．紙に書かれた「233 と 332 の差は，  です．」という
問題と，「123 と 321 の差は，  です．」という問題を順番に見せたとき，児童はどのよう
におはじきと位取り表を用いて答えを求めるかを見る問題とした． 
「233 と 332 の差」の問題では，おはじきの操作としては，123 から 222 へと数を変化
させるときと同じ操作となることに気づき，233 から 332 へとおはじきを移動させると「1
減って 100 増えるので全体としては 99 増えたことになり，差は 99 である．」と結論づける
ことを想定している． 
また「123 と 321 の差」の問題では，123 から 321 へと変化させるときに，一の位から
百の位へおはじきを 2 つ移動させることが必要であり，このおはじきの操作を，「2 減って
200 増える」と解釈するか，もしくは「1 減って 100 増える」という操作を 2 回繰り返した
ものとして解釈して，差が 198 であると結論づけることが求められる．この問題では，児童
が「1 減って 100 増える」というおはじきの操作をどのように拡張して用いるのかというこ
とを見ることができる． 
上記 2 題の後，さらに「  と  の差はいくらですか？答えは 99 です．」と書かれた




紙を見せ，空欄に当てはまる 2 数を自由に作るよう求める問題も提示した．「2 数の差を求





















表の読み方についての説明が必要だったのは 8 名で，このうち 6 名は 234 が示された位取
り表を見て「9」とそこに置かれているおはじきの個数を答えている．  
【表３-１：位取り表におはじきで置いた 234，405を読むこと】 
反 応（被験者数 45） 人数 
説明しなくても数を適切に読むことができた． 37 












反 応（被験者数 45） 人数 
説明しなくても位取り表におはじきで数を適切に表現した． 43 
















おはじきの移動によって数が 222 になったことについてはすべての児童がすぐに 222 と
答えたが，いくつ増えたかについては，多様な解答を見ることができた．【表３-３】は，児
童の反応をまとめたものである．45 名中 10 名の児童は，特にインタビュアーが指導しなく
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ても，百の位から一の位へおはじきが 1 つ移動することによって，数としては 99 増えると
いうことを，おはじきを用いて説明した．残りの 35 名については，次の段階で「一の位か
らおはじきを 1 つ取って，百の位に 1 つ置くということは…」というようにおはじきの変
化の表現を「移動」から「置き換え」へと変えて再度説明し，いくつ増えたかを説明するよ
う求めた．このことによって 35 名のうち 18 名は，「1 減って 100 増えたので全体としては
99 増えた」という説明をしたが，14 名は，インタビュアーが誘導的に説明して何とか 99 増
えたということを理解したようであった．2 通りのおはじきの操作をしても 99 増えたとい
うことが理解できなかった児童は 3 名であった． 
【表３-３：おはじきの操作の意味理解（123から 222）】 
反 応（被験者数 45） 人数 
特に指導なしに 99 と答え，説明することができた． 10 
「置き換え」で示しなおすと，おはじきを用いて説明することができた． 18 




















反 応（被験者数 45） 人数 
何らかの場面で，筆算によって計算した． 26 
暗算によって 100 と答えた．（片方の操作だけに着目） 11 
暗算によって 101 と答えた．（2 つの操作が連結できない） 5 
 また，「1 減って 100 増える」というおはじきの操作が，一連のものとして認識できない
児童がいることも分かった．これは，【表３-４】において，暗算によって 100 もしくは 101
と答えた児童の特徴である．「一の位から百の位へおはじきを 1 つ動かす」という操作には，
「1 減る」「100 増える」という 2 つの現象が内包されている．しかし，児童にとってはそ
れらの 2 つの増減がうまく操作と結びつかず，100 増えたことだけに着目したり，100 増え






 おはじきの操作の活用に関しては，「1 減って 100 増えるので全体としては 99 増えた」
というおはじきの操作を，どのように別の問題に活用することができるかを見るために，
「233 と 332 の差は，  です．」という問題と，「123 と 321 の差は，  です．」という
問題を順番に見せ，おはじきと位取り表を用いて答えを求めることができるかどうかを見る
インタビュー調査を行った．この問題では，「1 減って 100 増えると 99 増える」という操作
を，差を求める問題場面に活用することが求められる．また，「123 と 321 の差」では，こ
れらの操作を拡張して，「2 減って 200 増える」というおはじきの操作から差を 198 と計算
することが求められる． 
また，おはじきの操作を一般化できるかどうかを見るため，「  と  の差はいくらで
すか？答えは 99 です．」と書かれた紙を見せ，空欄に当てはまる 2 数を自由に作るよう求
める問題も提示し，インタビュー調査を行った．以下，それぞれの設問に対する児童の反応
を示す． 

















計算については，99 と正解できた児童は 44 名中 30 名で，68.2％の児童が正解できてい
る．しかし，計算方法について見てみると，おはじきの操作を活用して正解を求められた児
童は 20 名で，何らかの場面で筆算を用いて計算している児童が 12 名となっている．筆算
に頼っている 12 名の児童のうち，前の問題においても筆算を用いて計算しているのは 7 名





と解答した児童が 9 名いたが，このうち，5 名はこの筆算再現型のおはじきの操作をしてい
た．いずれも，繰り下がりができず，332 と 233 のおはじきの並びを比較して，百の位と一
の位のおはじきが 1 つずつ異なることから 101 と解答してしまっていた． 

















計算については，198 と正解できた児童は 33 名中 21 名であったが，誤答であった児童
の中で，操作を振り返って答えを 198 と修正した児童が 3 名いたため，合計して 24 名が正
解できたと言える．被験者数に対する正解者の割合は 72.7％であるが，「233 と 332 の差」
の問題までで調査を終えた児童が 11 名いたため，全体（45 名）に対する通過率としては，
53.3％となり，「233 と 332 の差」の問題に比べて若干下がっている．正解できた 24 名の
うちおはじきの操作によって答えを導くことができた児童は 19 名であった．おはじきの操
作としては，「2 減って 200 増える」という形で説明をした児童が 15 名，「99 増える操作を
2 回する」という説明をした児童が 4 名であった． 
何らかの場面で筆算を用いている児童も 7 名いた．筆算を用いた 7 名のうち 3 名は前の
問題でも筆算を用いており，この問題から初めて筆算を用いた児童が 4 名であった． 
 筆算再現型のおはじき操作をした児童は 4 名であるが，この 4 名はいずれも 198 という
正解にはたどり着いておらず，「233 と 332 の差」の問題においても筆算再現型のおはじき
操作を用いていた． 









反 応（被験者数 23） 人数 
差が 99 の 2 数を答えた． 20 
間違った 2 数を答えた． 3 
【表３-１０：児童の計算方法】 




最終的に，差が 99 になる 2 数を答えることができた児童は 20 名であった．このうち，
おはじきの操作を活用して考えることができた児童は 15 名であった．この 15 名について
は，これまでの調査問題によって慣れてきたためか，スムーズにおはじきを操作し，差が 99
になる 2 数をつくることができていた． 
また，差が 99 ということから「100 と 1」などの答えを出した児童もいた．この場合，
もっとひき算が難しそうな 2 数を見つけられないかと問い直すと，数名の児童はおはじき
や筆算を用いて別の 2 数を答えることができた．【表３-９】に示されている 3 名について
は，間違った 2 数を答えていたため問い直したが，別の 2 数を見つけることができなかっ
た児童の数である． 
筆算を用いて差が 99 になる 2 数を求めようとした児童が 7 名いたが，このうち 2 名は間




















活用できた児童は約 20 名（44.4％），差が 99 の 2 数をおはじきの操作をもとに考えられた
児童は 15 名（33.3％）であった． 
 インタビュー調査は，1 人当たりのインタビュー時間が 10 分程度の短いインタビュー調



























問 2：百の位のおはじきを 1 つ取りました．どんな数ができますか． 
問 3：十の位におはじきを 1 つ増やしました．どんな数ができますか． 
問 4：千の位から万の位へおはじきを 1 つ動かすとどんな数になりますか． 
    数は，1000 だけ小さくなる  □ 
       1000 だけ大きくなる  □ 
       9000 だけ小さくなる  □ 
       9000 だけ大きくなる  □ 
       10000 だけ大きくなる   □ 








に，1 円玉，10 円玉，100 円玉といった硬貨を用いた位取り表を活用するなど，何らかの工































































を操作して答えを求めようとする児童が見られた．これは，例えば「233 と 332 の差は  で
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す．」の問題で，位取り表の上に 332 をおはじきで置いて示し，そこから，233 を取り去ろ
うとするものである．332 の一の位は 2 であることから，233 の一の位 3 を取り去るため
に，十の位のおはじき 1 つを一の位のおはじき 10 個に置き換えてからひき算し，次に 2 と

























行わなければ，逆に混乱を生じさせてしまうということである．332 と 233 の差を求めるよ
一 十 百 一 十 百 一 十 百 
332 を表す 一の位の 3 をひくために， 
十の位から繰り下がる． 












ない児童が多いということである．例えば，次の児童の反応は，「123 と 321 の差は  で
す」という問題において典型的なものである． 
T：じゃあ，もう 1 つやってみようか． 
（123 と 321 の差を求める問題を提示） 
T：今度はおはじきを使って考えてみてくれる？ 
C：123…，321…， 
（おはじきで 123 を 321 に作り変えながら） 





（計算用紙に 200－2 を筆算で計算） 
C：198！ 
この児童は，123 と 321 の差を求める問題をおはじきを使って考えるように指示される
と，位取り表の上に 123 をおはじきで置き，その一の位から百の位へおはじきを 2 個動か
すことによって，321 につくり変えようとしている．つまり，おはじきの操作自体は理解し，








































境のデザインのために，小学校第 5 学年の児童 45 名を対象として，「おはじきと位取り表」
の操作に関するインタビュー調査を実施し，その結果を分析・考察した． 
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 ANNA 数とは，2332，5115 のように，千の位と一の位の数字が同じで，百の位と十の位




①1 から 9 までの 1 桁の自然数の中から異なる 2 つの自然数を選ぶ． 
 → 例えば 3 と 5 
②選んだ 2 つの自然数を ANNA のように配列して 4 桁の ANNA 数を 2 通り作る． 
 → ①で 3 と 5 を選んだ場合は，3553 と 5335 という 2 つの ANNA 数ができる． 
③できた 2 つの ANNA 数の差を求める． 
 → ②で作った 3553 と 5335 の場合，その差は 5335－3553＝1782． 
 ①においては，0 を含んでも問題はないが，最初に選ぶ 2 つの自然数に 0 が含まれている
場合，4 桁の ANNA 数を作るときに，一方の ANNA 数は 3 桁の自然数となってしまう．そ
こで，桁数の変化による混乱を排除するため，学習環境デザインにおいては，0 を除く 9 つ
の自然数から 2 つの自然数を選ぶように設定した．また，最初に同じ自然数を 2 つ選んで
ANNA 数を作ってその差を求めても ANNA 数のパターン自体は影響を受けないが，2 種類
の ANNA 数が同じものになってしまい，それらの差が 0 となってしまうことから，これも
混乱を避けるために，学習環境デザインにおいては，最初に選ぶ 1 桁の自然数は異なる 2 つ
の自然数とした． 






1331＝1782 や 6556－5665＝891，8778－7887＝891，3223－2332＝891 のように，2 つ
の ANNA 数の差が等しくなるものが存在することが分かる．これらを分類して，どのよう
な場合に 2 つの ANNA 数の差が等しくなるのかを観察すると，最初に選んだ 2 つの 1 桁の
自然数の差，つまり ANNA 数を構成している 2 つの 1 桁の自然数の差が等しいときは，
ANNA 数の差が等しくなるということが見出される．さらに注意深く観察すると，2 つの
ANNA 数の差は，891 の倍数であり，しかも 891×（最初に選んだ 2 つの 1 桁の自然数の
差）となっていることが分かる． 






2 つの ANNA 数の差 
1221 と 2112，3443 と 4334 など 1 891＝891×1 
1331 と 3113，3553 と 5335 など 2 1782＝891×2 
2552 と 5225，4774 と 7447 など 3 2673＝891×3 
1551 と 5115，3773 と 7337 など 4 3764＝891×4 
1661 と 6116，2772 と 7227 など 5 4455＝891×5 
2882 と 8228，3993 と 9339 など 6 5346＝891×6 
1881 と 8118，2992 と 9229 7 6237＝891×7 




異なる 2 つの 1 桁の自然数選び，ANNA のように配列して作った 2 つの ANNA 数の
差は，891×（最初に選んだ 2 つの 1 桁の自然数の差）となる． 









  （証明）最初に選んだ 2 数を a，b （ ba > ）とすると，2 つの ANNA 数は， 
abba +++ 101001000 ， baab +++ 101001000 と表わされる。 
    これらの差をとると， 
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )





















ここで， ( )ba − は，ANNA 数を構成する 2 数の差を表しているので， 
2 つの ANNA 数の差は，最初に選んだ 2 数の差の 891 倍となる．（証明終） 
 この証明では，ANNA 数を構成する 2 つの自然数を a，b として，4 桁の ANNA 数を文
字a，b を用いて表現し，その差を計算することになる．一般に 2 種類の文字を用いて証明
する代数的証明は，1 つの文字だけを用いて証明できる命題に比べて難しいと言えるが，中
学校第 2 学年の文字を用いた説明の単元では，2 桁の自然数とその十の位の数字と一の位の



































位ブロック，十の位は 10 個のブロックからなるスティック，百の位は 10 本のスティック
からなるプレートでそれぞれの位の数が表現されているが，ここでの操作的証明で用いる位
取り表では，十の位に置かれたおはじきは 1 つが 10 を表し，百の位に置かれたおはじきは
1 つが 100 を表すというように，どの位に置かれるかによって，1 つのおはじきが表す数
（量）は異なってくる．しかし，第３章で行ったインタビュー調査の結果からは，日本の教
科書で扱われている位取り表と，ここでの操作的証明で用いる位取り表の表現の違いについ
















つまり，位取り表の上におはじきで表された 3443 を 4334 に作り変えるため，百の位に
あるおはじきを１つ千の位に動かし，十の位にあるおはじき１つを一の位に動かすのである． 
百の位のおはじきを 1 つ千の位へ移動することによって，数としては 1000 増えて 100 減
る，つまり，＋1000－100 だけ変化する．また，十の位のおはじきを 1 つ一の位へ移動する
ことによって，数としては 10 減って 1 増える，つまり，－10＋1 だけ変化する．したがっ
て，全体としては＋1000－100－10＋1＝891 だけ変化し，2 つの ANNA 数の差は 891 であ
ることが示されるのである．この操作は，もちろん，3443 と 4334 という ANNA 数の差が
891 であることを示したものであるが，2332 と 3223，4554 と 5445，7887 と 8778 など，
ANNA 数を構成する 2 つの自然数の差が 1 である場合には，同じおはじきの操作によって
一方の ANNA 数からもう一方の ANNA 数へと作り変えることができるので，同様の操作
が行えるということを根拠として，ANNA数を構成する 2つの自然数の差が 1の場合には，
ANNA 数の差が 891 になるということが納得されるのである． 
 さらに，このようなおはじきの操作は，ANNA 数を構成する 2 つの自然数の差が 2 以上
の場合にも拡張することができる．2442 と 4224 の場合を考えると，位取り表におけるお
はじきの移動は，以下の図４-３のようになる． 










 ANNA 数を構成する 2 数の差が 2 であるため，「百の位から千の位へ 1 つ，十の位から一
の位へ 1 つおはじきを移動する」という操作を 2 回行うことになる．「百の位から千の位へ
1 つ，十の位から一の位へ 1 つおはじきを移動する」ことによって数としては 891 増加する
ので，この操作を 2 回繰り返すということによって，数全体としては 891×2 だけ変化する
ということが示されるのである．さらに，ANNA 数を構成する 2 数の差が 3 のときは「百
の位から千の位へ 1 つ，十の位から一の位へ 1 つおはじきを移動する」という操作を 3 回
繰り返せばよいので，2 つの ANNA 数の差は 891×3 であることが納得されるのである．
このような操作は，ある具体的な対象に対して行われたものであるが，その操作が一般的に
も同様に可能であることがイメージされることによって，2 つの ANNA 数の差は，ANNA












いて，この ANNA 数のパターンとその操作的証明を取り入れることとした． 











 ANNA 数は，自由に選んだ 2 つの 1 桁の自然数を，2332，5115 のように配置して作った
4 桁の自然数であったが，NANA 数はその配置を 2323，1515 のように配置して作った 4 桁
の自然数のことである．この NANA 数についても，ANNA 数と同様の数学的パターンを見
出すことができる． 
【手順】 
①1 から 9 までの 1 桁の自然数の中から異なる 2 つの自然数を選ぶ． 
 → 例えば 3 と 5 
②選んだ 2 つの自然数を NANA のように配列して 4 桁の NANA 数を 2 通り作る． 
 → ①で 3 と 5 を選んだ場合は，3535 と 5353 という 2 つの NANA 数ができる． 
③できた 2 つの NANA 数の差を求める． 
 → ②で作った 3535 と 5353 の場合，その差は 5353－3535＝1818． 
 ①における自然数の選び方については，0 や同じ 2 つの自然数を選んでも数学的には問題
ないが，そのような設定にすると，ANNA 数のときと同様に，NANA 数を構成したときに
4 桁の数にならなかったり，2 つの NANA 数の差が 0 になってしまったりすることになる．
そのようなことを避けるために， 0でない異なる2つの自然数を選ぶように設定してある．  
 NANA 数についても，1 組の NANA 数の差を求めただけでは数学的なパターンは見えて
こないが，様々な NANA 数を作ってそれらの差を計算すると，ANNA 数のときと同様に，
ある数学的パターンを導出することができる．様々な 2 つの自然数の組み合わせによって








2 つの NANA 数の差 
1212 と 2121，3434 と 4343 など 1 909＝909×1 
1313 と 3131，3535 と 5353 など 2 1818＝909×2 
2525 と 5252，4747 と 7474 など 3 2727＝909×3 
1515 と 5151，3737 と 7373 など 4 3636＝909×4 
1616 と 6161，2727 と 7272 など 5 4545＝909×5 
2828 と 8282，3939 と 9393 など 6 5454＝909×6 
1818 と 8181，2929 と 9292 7 6363＝909×7 




異なる 2 つの 1 桁の自然数選び，NANA のように配列して作った 2 つの NANA 数の
差は，909×（最初に選んだ 2 つの 1 桁の自然数の差）となる． 
 ANNA 数の差は，891×（最初に選んだ 2 つの 1 桁の自然数の差）となっていたが，NANA
数では 909×（最初に選んだ 2 つの 1 桁の自然数の差）となる．NANA 数は ANNA 数の配
列を変化させただけで，構造そのものは ANNA 数の数学的パターンと同様であるため，操
作的証明についても ANNA 数と同様に行うことができる．図４-４は，3434 という NANA








千 一 十 百 千 一 十 百 
111 
 
位取り表の上におはじきで表された 3434 を 4343 に作り変えるため，百の位にあるおは
じきを１つ千の位に動かし，一の位にあるおはじき１つを十の位に動かすのである．この操
作によって，数全体としては＋1000－100＋10－1＝909 だけ変化するので，3434 と 4343
のように NANA 数を構成する 2 つの 1 桁の自然数の差が 1 の場合は，NANA 数の差は 909
であることが示される．さらに，NANA 数を構成する 2 つの 1 桁の自然数の差が 2 以上の
場合は，同様の操作をその差の回数分行うことになるので，結果として 2 つの NANA 数の
差は 909×（最初に選んだ 2 つの 1 桁の自然数の差）ということが示されるのである． 











になっているような 4 桁の自然数を 1 つ選ぶ． 
②選んだ 4 桁の自然数に，魔法の数 3087 を加える． 
 このようにして計算した結果は，以下のようになる． 
1234＋3087＝4321  2345＋3087＝5432  3456＋3087＝6543 
4567＋3087＝7654  5678＋3087＝8765  6789＋3087＝9876 
 つまり，各位の数字が連続するような 4 桁の自然数に魔法の数 3087 を加えると，各位の
数字の並びが逆転して，各位の数字が一の位から千の位へと連続するような 4 桁の自然数







なるため，数学的パターンを見出す学習活動の展開としては ANNA 数や NANA 数とは異
なる展開となる． 
 しかし，魔法の数の数学的パターンも，構造的には，ある 2 つの自然数の差に関するパタ











 ANNA 数や NANA 数の場合と同様に，一方の数からもう一方の数へと位取り表上のおは
じきを作り変える操作をもとに証明することになる．ここでは，手順①で選んだ 4 桁の自然
数を，その各位の数字の並びが逆転した 4 桁の自然数に作り変えるという操作，つまり，お
はじきを一の位から 3 つ千の位に移動させ，十の位から 1 つ百の位へ移動させるという操
作を行うのである．このことによって，数全体としては 3000 増えて 3 減り，100 増えて 10
減るので，＋3000－3＋100－10＝＋3087 となり，2345 と 5432 の差は 3087 であることが
示されるが，ここでのおはじきの操作は，2345 と 5432 のときだけの操作ではなく，3456
を 6543 に作り変えるときや，5678 を 8765 に作り変えるときにも同様の操作を行うことか
ら，一般に，各位の数字が連続するような 4 桁の自然数と，その各位の数字の並びを逆転さ
せた 4 桁の自然数との差は常に 3087 であることが示されることになる． 
 この魔法の数に対するおはじきと位取り表を用いた操作的証明は，ANNA 数や NANA 数
に比べると，おはじきの動きが若干複雑にはなるが，ANNA 数や NANA 数のときのように
ANNA 数や NANA 数を構成する 2 つの 1 桁の自然数の一般性，ANNA 数や NANA 数自体










桁数 もとになる自然数 各位の数字の並びを 
逆転させる魔法の数 
2 桁 12，23，34，45，56，67，78，89 9  
3 桁 123，234，345，456，567，678，789 198  
4 桁 1234，2345，3456，4567，5678，6789 3087  
5 桁 12345，23456，34567，45678，56789 41976  
6 桁 123456，234567，345678，456789 530865  
7 桁 1234567，2345678，3456789 6419754  
8 桁 12345678，23456789 75308643  
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 例えば，魔法の数における各位の数字が千の位から一の位へと連続するような 4 桁の自
然数のおはじきの配置をもとに，千の位におはじきを 1 つ置いて，十の位から 1 つ，一の位
から 2 つのおはじきを取り除くというおはじきの操作を考えると，位取り表では，各位に同
じ数ずつのおはじきが並ぶことになる．このとき，数としては 1000 増えて，10 減って，2
減るということから全体として 988 増えることになる．よって，「各位の数字が千の位から













































































た実験的教科書『数の本（Das Zahlenbuch）』における ANNA 数を題材とした学習活動の
展開を参考とした．第２章においても示したように，ヴィットマンは，自身の操作的証明の
概念を説明するための具体例として ANNA 数の数学的パターンに対するおはじきと位取り
表による操作的証明を用いており，その ANNA 数の数学的パターン自体を，『数の本（Das 
















【資料４-１：Das Zahlenbuch，4. Schuljahr,  S. 102】 
 
ANNA 数  
3663, 8558，1001 のような 4 桁の数を ANNA 数といいます。 
１ a)２つの数を使って２つの ANNA 数をつくりましょう。そして大きい ANNA 数
から小さい ANNA 数を引いてみましょう。同じように計算してみましょう。 
b)どんな答えを見つけましたか？ 出てきた答えを並べてみましょう。 
c)答えが同じになる ANNA 数を見つけましょう。 
２ 891 に 2，3，4，…，9 をかけてみましょう。その答えと １ の答えと比べましょ
う。気がついたことがありますか？ 
３ 2332 を位取り表で表しましょう。それが 3223 になるようにおはじきを動かしまし
ょう。数はどれだけ大きくなりましたか？ 3223 は，2332 よりいくつ大きいですか？  
他の ANNA 数のときも調べてみましょう。 
【資料４-２：『数の本』（Das Zahlenbuch， 4年生 児童用, p. 102）日本語訳】 
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ここでは，2 つの 1 桁の自然数を選んで ANNA 数を構成し，それらの差を求める活動か
ら，様々な ANNA 数の差を観察することを通して ANNA 数の差に見られる数学的パター
ンを探究する活動，そして最終的には，おはじきと位取り表を用いて，ANNA 数の数学的
パターンを説明する活動までが順次示されており，第 4 学年の児童でも段階的に ANNA 数
の数学的パターンの操作的証明を学習することができるように展開されている． 
このような『数の本（Das Zahlenbuch）』における展開を基本としながら，対象が中学校
第 2 学年の生徒であることを考慮して，以下の 2 点について展開をアレンジすることにし
た． 
まず 1 つ目は，ANNA 数の数学的パターンの発見に関する学習活動についてである．『数
の本（Das Zahlenbuch）』では，ANNA 数の数学的パターンの発見を助けるために，２の






























②おはじきと位取り表によって ANNA 数を表現し，その差を求める． 








1 枚目は ANNA 数の現象を探究的に発見する段階，2 枚目はおはじきと位取り表によって
操作的証明を行う段階が書き込めるようつくられている．また，文字を用いた式によって





 ANNA 数の数学的パターンを題材として設計された試行的な授業は，平成 22 年 12 月 17



















































 表４-４は，ワークシートにおける生徒の反応をまとめたものである．生徒数は 19 名であ
るが，複数回答があったため，反応数は 29 件である． 
【表４-４：ANNA数の現象に対する探究活動の結果】 
反応類型 人数 
891×（最初の 2 数の差）になっている 3 
選んだ 2 数の差が 1 ずつ増えると，ANNA 数の差は 891 ずつ増える 6 
891 の倍数になっている（891 ずつ増えている） 4 
選んだ 2 数の差が同じであれば，ANNA 数の差も同じ 7 
選んだ 2 数の差が 1 のときは ANNA 数の差は 891， 
選んだ 2 数の差が 2 のときは ANNA 数の差は 1782 
3 






探究のみで ANNA 数を構成する 2 数と ANNA 数の差との間の関係をとらえることができ
ている生徒は 9 名である．また，ANNA 数を構成する 2 数との関係までは発見できていな
くても ANNA 数の差が 891 の倍数になることは捉えている生徒が 4 名，891 の倍数になる


















の差が ANNA 数を構成する 2 つの自然数の 891 倍となることを示すことは，やはり難しか
ったようである． 
ANNA 数の差に見られる数学的現象を確認した後，おはじきと位取り表による数の表現
方法について説明し，これを用いて ANNA 数の差が ANNA 数を構成する 2 つの自然数の
差の 891 倍となることを説明してみるように指示した．ワークシートに示したように，ま
ず 2332 と 3223 との差が 891 になることを説明する設問を設け，次にそれを一般化すると
いう流れで学習活動を展開したが，今回の授業で想定している操作的証明，つまり，「2332
を位取り表におはじきで表し，それを 3223 に作り変えるときの操作を振り返って 891 増え
124 
 
ているということを示す」という説明を行おうとした生徒は 19 名中 2 名だけで，ほとんど
の生徒は，図４-９に示すように，2332 と 3223 を位取り表の上下に配置し，筆算と同じよ





































































た．つまり，例えば 2 つの ANNA 数，2332 と 3223 の差が 891 になることを示そうとす









ANNA 数の差が 891 になることを説明しなければならないので，やはり授業で意図してい




































































































②おはじきと位取り表によって ANNA 数を表現し，その差を求める． 







特に，②③については，ANNA 数を構成する 2 つの自然数の差が 1 の場合と 2 以上の場合
に分けて，ワークシートを作成し，段階的に操作的証明を捉えることができるように改善し
た．これは，ANNA 数の題材がもつ一般性に関する特徴によるところが大きい．ANNA 数
は，構成する 2 つの自然数の選び方によって 2 つの ANNA 数の差が決定されるが，その
ANNA 数を構成する 2 つの自然数の選び方は，二重の自由度があると言える．つまり，
ANNA 数を構成する 2 数の差が 1 の場合でも，2 つの ANNA 数の作り方は 1221 と 2112，
2332 と 3223，3443 と 4334 など幾通りも考えられるし，また，ANNA 数を構成する 2 数
の差自体も 2 であれば 1331 と 3113 など，3 であれば 2552 と 5225 など幾通りも考えられ
るということである．これについては，試行授業の際にはそれほど意識せずに授業を展開し
ていたが，授業計画を検討する中で，まずは ANNA 数を構成する 2 通の差が 1 の場合につ
















 実験授業として設定した 4 単位時間の最後の時間には，「文字を用いた説明」の単元に関
する小単元末テストを実施した．小単元テストは，教科書にある題材（位の数を入れかえて
できる数）を基にしたものと，ANNA 数の題材を基にしたものの 2 問が出題された．実際
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に出題された 2 問の問題は，以下のような問題である． 
【問 1】一の位が 0 でない 3 ケタの自然数を A，A の百の位の数と一の位の数を入れかえ 
てできる数を B とするとき，この A と B の差がどんな数になるかを考える．  
 （１）A の百の位の数を a，十の位の数を b，一の位の数を c とするとき，A と B を式 
   で表す問題． 
 （２）A と B の差の値が 99 の倍数になるという予想が正しいことを説明する問題 
【問 2】1 から 9 までの整数から異なる 2 つを選び，AANN 数をつくる．異なる 2 つの 
整数を選んだときにできる 2 つの AANN 数の差を調べる． 
 （１）「2 つの AANN 数の差は，○○○になる」という形でどんな数になるかについて 












(2 年 2 組，2 年 4 組) 
対照群 



























4 単元末テスト（20 分間程度） 
 実験群におけるおはじきと位取り表による操作的証明による探究，説明の学習活動（2 単
位時間）では，最初の 1 単位時間で ANNA 数の差に見られる数学的現象，および，おはじ
きと位取り表を用いての説明の方法（ANNA 数を構成する 2 数の差が 1 の場合）について




 対照群における学習活動では，教科書の例題や練習問題を最初の 2 単位時間で扱い，
ANNA 数の現象については，3 単位時間目に練習問題の 1 つとして，文字を用いた形式的




 試行授業をもとにリデザインした実験授業は，平成 23 年 5 月 16 日（月）から 5 月 31 日
（火）にかけて，熊本大学附属中学校の 2 年 1 組（38 名），2 年 2 組（41 名），2 年 3 組（39
名），2 年 4 組（41 名）の 4 クラスを対象に実施された．前述したように，おはじきと位取
り表を用いた操作的証明を扱う実験群（2 年 2 組，4 組）の第 1 時及び第 2 時は，試行授業
も行った熊本大学大学院の現職大学院生である樋脇正幸教諭が担当し，実験群の第 3 時，第







（平成 23 年） 
実験群 対照群 
2 年 2 組 2 年 4 組 2 年 1 組 2 年 3 組 
5 月 16 日（月）  第 1 時  第 1 時 
5 月 17 日（火） 第 1 時  第 1 時  
5 月 18 日（水） 第 2 時 第 2 時   
5 月 20 日（金）   第 2 時 第 2 時 
5 月 21 日（土）  第 3 時  第 3 時 
5 月 25 日（水） 第 3 時 第 4 時 第 3 時 第 4 時 
5 月 26 日（木） 第 4 時    

























2 数の差が 1 であるときに 2 つの ANNA 数の差が 891 であることを説明しようとする場面
において，同様の反応を観察することができた． 















一方，同じ実験群の 4 組の授業では，2332 と 3223 の差が 891 であることをおはじきの
操作によって説明しようとする場面で，おはじきを用いての説明を考えさせる前に，位取り
表に 2332 を表現させ，おはじきをどのように動かせば，3223 に変化するかということを
考えさせる場面を設けた．このような場面設定によって，2332 から 3223 に変化させるた


































 実験授業の第 2 時では，おはじきと位取り表による操作的証明によって，2 つの ANNA




























































【問 1】一の位が 0 でない 3 桁の自然数を A，A の百の位の数と一の位の数を入れかえ 
てできる数を B とするとき，この A と B の差がどんな数になるかを考える．  
 （１）A の百の位の数を a，十の位の数を b，一の位の数を c とするとき，A と B を式 









実験群（2 組，4 組） 対照群（1 組，3 組） 
人数 ％ 人数 ％ 
正解 79 98.8％ 76 96.2％ 
















実験群（2 組，4 組） 対照群（1 組，3 組） 
人数 ％ 人数 ％ 
正解 69 86.3％ 68 86.1％ 
不正解 11 13.7％ 10 12.7％ 































って，「理由づけ」や「表現」のための 1 つの道具的役割を果たしていると考えられる． 
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とである．これについては，小単元末テストの問 2 の結果から，検証を行った． 
小単元末テストの問 2 では，ANNA 数の現象をもとにした AANN 数について扱ったもの








 問 2 の(1)(2)それぞれの正答率は，次の表４-９，表４-１０に示すとおりである． 
【表４-９：小単元末テスト，問 2(1)の正答率】 
反応 
実験群（2 組，4 組） 対照群（1 組，3 組） 
人数 ％ 人数 ％ 
正解 77 96.3％ 69 87.3％ 
不正解 3 3.8％ 8 10.1％ 
無解答 0 0.0％ 2 2.5％ 
【表４-１０：小単元末テスト，問 2(2)の正答率】 
反応 
実験群（2 組，4 組） 対照群（1 組，3 組） 
人数 ％ 人数 ％ 
正解 71 88.8％ 64 81.0％ 
不正解 7 8.8％ 12 15.2％ 
無解答 2 2.5％ 3 3.8％ 
この小単元末テストの問 2 は，示された数学的状況において，そこに見られる数学的現象
を探究し，数学的パターンを発見して命題化し，その命題の正しいことを理由づけ・表現す





































































































第 2 時で ANNA 数の数学的パターンについての操作的証明，文字を用いた証明を学習した
後，教科書にある題材である「奇数＋奇数＝偶数」となることを証明しようとする場面であ
















S1：ここ（奇数を表している図形の 2 列に並んでいる部分）が関係なくても，いつもこ 
こ（飛び出た部分）が 1 個余る数になるから・・・ 















































 しかし，「操作的証明」を取り入れた授業を行なった実験群の 2 クラスにあっては，第 3
時の授業において，多様な説明の方法が出され，そのため一般性についての話題は避けて通
れないものとなった．もう 1 クラスの実験群である 2 組でも，先述の 4 組と同じようなや
りとりがなされたが，ここでは，一人の生徒から，次のような発言があった． 



































































































 また，附属中学校での実験授業では，ANNA 数のパターンの探究と，ANNA 数を構成す
る 2 つの自然数の差が 1 である場合の操作的証明で 1 単位時間，一般の ANNA 数の命題の








 → ANNA 数の現象に出会い，命題化する． 
・おはじきと位取り表を用いた操作的証明１ 
















 → 教科書の練習問題を用いた習熟ための学習 
・小単元末テスト 
→ ANNA 数に類似した課題を含む 20 分程度の小テストを行う． 
 
（３）授業の実施状況 
 実験授業は，平成 24 年 5 月 11 日（金）から 5 月 21 日（月）にかけて，公立中学校であ
る熊本県の水上村立水上中学校の第 2 学年 1 組の生徒 20 名を対象として実施された．単元
構成された 5 単位時間の実施日時は，第 1 時が 5 月 11 日（金），第 2 時が 5 月 16 日（水），















立中学校における実験授業でも同様の傾向は見られた．実験授業の 1 時間目で 2332 と 3223
という 2 つの ANNA 数の差が 891 であることを，おはじきと位取り表を用いて説明するよ
う教師が指示したところ，生徒たちは，位取り表の上に 3223 をおはじきで表し，そこから
2332 を取り除こうとする反応を見せた．この方法は，千の位と一の位についてはおはじき
を 2 つずつ取り除くという操作ができるものの，百の位，十の位から 3 つのおはじきを取
















作について行き詰っている生徒に対して，「2332 を表した位取り表を 3223 につくり変えて
みてください．」という発問によっておはじきの操作を方向付けすることによって，ほとん






























まず，一段階目の一般性は，「2332 と 3223，4554 と 5445 など，最初に選んだ 2 数の差
が 1 の場合，ANNA 数の差は 891 となる．」ということである．操作的証明では，例えば
2332 と 3223 など，具体的な 1 つの例に関しておはじきの操作を行うことによって，差が
891 になることを説明する．しかし，その際，例えば 2332 と 3223 でなくても，4554 と
5445，8998 と 9889 などについても，おはじきの操作としては同じ操作になることから，
その差は同様に 891 になるという操作から得られる一般性を導くことが求められる． 
次に二段階目の一般性は，最初に選んだ 2 数の差が 1 でない場合に，ANNA 数の差は 891
×（最初に選んだ 2 数の差）になるという一般性である．操作的証明では，例えば 3553 と
5335 という具体例を用いて，最初に選んだ 2 数の差が 2 の場合，最初に選んだ 2 数の差が
1 の場合の操作を 2 回繰り返せばよいということを根拠に，ANNA 数の差が 891×2 になる
ことを示すが，同時に差が n の場合も，同様の操作を n 回繰り返せばよいということを根
拠として，ANNA 数の差が 891×n となることを説明することが求められる． 
公立中学校における実験授業では，この 2 段階を一般性の議論に利用するため，あえて
「最初に選んだ 2 数の差が 1 の場合に限定した操作的証明の場面」，「最初に選んだ 2 数の
差が 1 以外の操作的証明の場面」に分けて授業を構成し，それぞれの場面において「一般に
成り立つか」ということを考えさせる場面を設けていった． 












































最終的に ANNA 数の差が 891×(b－a)となったとき，生徒からは「おぉ！」という声が上
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 これは，第４章で示した中学校第２学年の生徒を対象に実施した ANNA 数を題材とした






へおはじきを 1 つ動かす）が求められる．しかし，実証授業では，多くの生徒が「差が 891
であることを示す」ということのために，4334 を位取り表に表し，そこから 3443 を取り
除こうとする操作を行っていた．本研究では，このようなおはじきの操作は，繰り下がりを
含む筆算のプロセスを位取り表で行ったものであるということから「筆算再現型のおはじき

















 これまでの ANNA 数の実験授業では，ある程度おはじきと位取り表での操作を考えた後























 教授実験は，平成 25 年 3 月に，熊本県内の公立中学校第 1 学年の生徒 2 名を対象 ∗に行
った．特に今回は，操作的証明の構想に関わる生徒の思考プロセスを詳細に検討するため，
通常の学級における実験授業という形ではなく，ペアの生徒に対する教授実験という形で調
査を行った．調査対象となった中学校第 1 学年の男子生徒 2 名は，平均的な学力レベルの








                                                   
∗教授実験に当たっては，調査対象となる生徒の反応が特異なものでないことを確認するた














②9 個のおはじきで作られる 3 桁の整数 
3 桁の位取り表に 9 個のおはじきを用いて表現することができる数は何通りあるかを書
き出し，それらがすべて 9 の倍数であることを説明する学習活動を行った．3 桁の位取り表
に 9 個のおはじきで表すことのできる自然数は，全部で 55 通りあり，これらは，9 からお
はじきを移動させることによって，つくられるが，おはじきの移動による数の増減がすべて
9 の倍数であることから，つくられる数はすべて 9 の倍数であることが説明される． 
③ANNA数の現象 
第４章で行った実証的研究において用いた題材である．3443 と 4334 のような 2 つの
ANNA 数の差について成り立つ性質を探究し，ANNA 数の差が ANNA 数を構成する 2 数
の差の 891 倍であることを説明する学習活動を行った．位取り表上におはじきを用いて，
例えば 3443 を表現し，これを 4334 につくり変える操作によって 891 増えることから，2
つの ANNA 数の差が 891 であることが説明される．また，2442 や 3663 のように，ANNA
数を構成する 2 数の差が 2 以上の場合にも 891 増える操作を 2 回，3 回行うということに
よって，ANNA 数の差が 891 の倍数であることが説明される．  
④魔法の数の現象 
 第４章において，ANNA 数の数学的パターンの発展課題として紹介した題材である．2345，
4567 などのように，各位の数字が連続する 4 桁の自然数に 3087 という魔法の数を加える
と 5432，7654 のように，各位の数字の並びが逆順になるという現象を扱い，その理由を説
明する学習活動を行った．ANNA 数の場合の操作的証明と同様に，位取り表上におはじき











なお，教授実験は，1 回につき約 40 分間，2 回に分けて行った．展開の概要は表５-１の
通りである． 
【表５-１：教授実験の展開】 
日付・時間 探究課題 学習活動 
第 1 回調査 











第 2 回調査 











 ここでは，教授実験で行った 4 つの学習活動（「位取り表とおはじきの表現や使い方」「9
個のおはじきで作られる 3 桁までの整数」「ANNA 数の現象」「魔法の数の現象」）ごとに，
生徒の反応を分析し，学習環境デザインに向けて得られた示唆を示す．なお，調査対象とな






 位取り表におはじきで表現された 234 を読み取る課題，また，自分の位取り表に 405 と
いう数を表現する課題に関しては，B1，B2 とも迷うことなく答えることができた． 
 また，123 を表した位取り表において，一の位から百の位へ 1 つおはじきを動かすといく
つ増えるかという課題に対しては，少し考えたが，「100 増えて 1 減るので 99 増えた」とい
う説明ができた． 
 233 と 332 の差を求める課題を提示すると，両者ともおはじきと位取り表を用いて計算
しようとしたが両者のおはじきの操作には違いが見られた．B2 は，233 を表し，一の位の
おはじきを 1 個百の位に移動させ，100－1＝99 増えたと判断したが，B1 は，233 を表し，
十の位から百の位へおはじきを 1 つ，一の位から十の位へおはじきを 1 つ動かし，90 増え
て 9 増えるので 99 増えたと判断した． 
 さらに，123 と 321 の差を求める課題を提示すると，両者とも 123 を位取り表上に表し
た後，一の位のおはじきを百の位へ 2 つ動かして差を求めようとしていたが，説明の仕方
は，B1 は「99 が 2 回増える」と説明したのに対して，B2 は「200 増えて 2 減る」と説明
した．B1 は B2 の説明を聞いて「200－2」のほうが計算が簡単であると判断して，説明の
仕方を B1 と同じように修正した． 
【考察】 
 ここでの B1，B2 の反応を見る限り，おはじきと位取り表による数の表現や繰り下がりの
ある減法の計算への活用については，問題なく理解されていることが分かる．また，2 数の
差を求める課題において B1 と B2 のおはじきの操作や説明の方法は異なっていたが，他者
の操作や説明をもとに自分の説明を修正するという場面を見ることができた．233 と 332 の
差を求める課題において，B1 は自分がおはじきを 2 個動かしているのに対して B2 は 1 個
のおはじきの移動だけで説明しているのを見て，123 と 321 の差を求める次の課題では，お
はじきの操作の仕方を修正しているし，説明の仕方についても B2 の説明を聞いて，99＋99

















あるかを尋ねると，B1 は「全部 9 の倍数」と答えた．これまでの学習経験において「各位
の数字の和が 9 ならば，その数は 9 の倍数である」という定理を知識として知っていたよ
うであった． 
 すべて 9 の倍数であることを説明するように求めると，B1 と B2 が「どんな数も各位の
数字を足し合わせた数で割れる」という定理があったのではないかということについて議論
していたが，結局は，「各位の数字の和が 9 の倍数であれば，その数も 9 の倍数である」と
いう定理を間違って記憶していたため，議論が混乱していた．再度，9 個のおはじきで作ら
れる数は必ず 9 の倍数になることを説明するよう求めると，約 10 分間にわたって位取り表
上でおはじきを操作しながら考えていたが，どのように説明するかについては，方針が立た
なかった． 
 調査者が 1 の位におはじきを 9 個並べ，9 を表していることを確認した後，一の位から十
の位へおはじきを 1 つ動かすと 9 増え，一の位から百の位へおはじきを 1 個動かすと 99 増
えるということを B1，B2 に確認し，これをもとに説明ができないかを問いかけたところ，
B1 は，おはじきを動かすとすべて 9 の倍数分だけ増減するので，全部 9 の倍数になるとい
うこと説明できた．この B1 の説明を聞いて B2 は 9 を表したおはじきを 45 につくり変え
て 36 増えたことを確認し，納得していた． 
【考察】 
 この課題は，おはじきと位取り表を用いた操作的証明の最初の段階で扱うには，難しい課
題であった．まず 55 通りすべてを見つけるということが難しく，さらに，すべて 9 の倍数





高いと考えられる．結局，B1，B2 は 55 通りすべてを書き出すことはできず，9 の倍数に
なることの説明においても，調査者がヒントを与えて方向付けを行うまで，操作的証明を構
想することはできなかった． 













 前回の教授実験から約 2 週間の期間があったため，教授実験の最初に 1 回目の学習で行
ったことを簡単に復習した後，第 2 回目の課題に取り組んだ． 
 ANNA 数がどのような数であるかについて説明し，自由に ANNA 数をつくってその差を
求めさせると，B1 は 3553 と 5335，B2 は 2442 と 4224 の差を求め，ともに 1782 となっ
た．さらに別の例でも確かめるように指示すると，様々な ANNA 数をつくって差を計算す
ることを通して，ANNA 数の差がすべて 891 の倍数であることに気づき，さらに，それが
891×（最初に選んだ 2 数の差）であることを導くことができた．ただ，「ANNA 数の差は，
最初に選んだ 2 数の差の 891 倍である」という定理の表現に関しては難しかったようで，
調査者が確認しながら表現を整理し，ようやくまとめることができた．ANNA 数の差に関
するパターンを発見して定理の形で表現するまでにかかった時間は約 7 分である． 
 ANNA 数の差が最初に選んだ 2 数の差の 891 倍であることを，おはじきと位取り表で説




とも，百の位から千の位へおはじきを 1 つ動かし，十の位から一の位へおはじきを 1 つ動
かすという操作から，ANNA 数の差が 891 であることを確認した．その後，最初に選んだ
2 数の差が 2 や 3 の場合についても考えようとしていたが，うまく説明の方針が立たないよ
うであった． 
 調査者が，B1 に対して説明するよう求めると，3443 を 4334 につくり変える操作をもと
に，最初に選んだ 2 数の差が 1 の場合，ANNA 数の差が 891 になることを説明した．5665
や 2332 など，最初に選んだ 2 数の差が 1 である別の ANNA 数についてもいえるのかどう
かを確認すると，同じ操作になるから差も変わらないという説明をすることができ，「百の
位から千の位へおはじきを 1 つ動かし，十の位から一の位へおはじきを 1 つ動かす」とい
う操作が「891 増える」という現象に結びつくことが整理されたようであった． 
 この後，最初に選んだ 2 数の差が 1 以外の場合の ANNA 数の差についても聞いてみる
と，B1 は，4664 を位取り表上に表し，「百の位から千の位へおはじきを 1 つ，十の位から
一の位へおはじきを 1 つ動かすと 891 増えるので，この操作を 2 回することになるので 891
×2 だけ増える」という説明を行うことができた．さらに，最初に選んだ 2 数の差が 3 の場
合はどうかと尋ねると，今度は B2 が，6996 を 9669 につくり変える操作をしながら，「891







算再現型」のおはじき操作によって ANNA 数の差が 891（もしくはその倍数）になること
を示そうとしていたが，今回の教授実験では，「筆算再現型」の説明を構想することはなく，















また，ANNA 数の現象に関する操作的証明の構想に関して言えば，「最初に選んだ 2 数の差
が 1 の場合」と「最初に選んだ 2 数の差が 2 以上の場合」に分けて証明を構想させること
は有効であることも分かった．教授実験では，はじめは，最初に選んだ 2 数の差が 1 の場合
の ANNA 数の差については説明できていたが，最初に選んだ 2 数の差が 2 以上の場合につ
いては説明の方針が立っていなかった．しかし，最初に選んだ 2 数の差が 1 の場合につい











 課題を示し，1234 や 3456 など，各位の数字が連続するような 4 桁の自然数に「魔法の
数 3087」を加えるよう指示した．B1，B2 とも，いくつかの例で確かめて，「魔法の数 3087
を加えると各位の数字の並びが逆転する」という現象を確認した． 
 このような現象が起こる理由を，おはじきと位取り表で説明するよう求めると，しばらく




このような行動を見て，自分も 1234 を位取り表上において，4321 への変形を考え始めた．
B1 は，1234 の一の位のおはじきを 3 つ千の位へ移動させ，その操作の意味を計算しようと
するが，3000－3 とすべきところを，2700－27 としてしまって混乱していた．B2 は B1 の
操作を見て，同様の操作を行い，「3000 増えて 3 減る」とつぶやき，さらに，十の位から百
の位へおはじきを 1 つ動かして，「10 減って 100 増える」とつぶやいていた．B1 は，B2 の
つぶやきを聞いて，自分の計算が間違っていることに気づき，計算を修正しようとした．最
終的に，B2 が，「一の位から千の位へおはじきを 3 つ動かすと 3000 増えて 3 減るので 2997
増える．十の位から百の位へおはじきを 1 つ動かすと 100 増えて 10 減るので 90 増える．
これらを合わせると，2997+90＝3087 増えたことになる．」という説明を完成させた． 
 さらに，B1 は 3456 の場合で，B2 は 2345 の場合で確認しようとし，おはじきの操作が
同じであることから，別の場合でも同様の結果になることを納得したようであった． 
 調査者が説明するよう求めると，B1 と B2 は説明の仕方をしばらく相談し，最終的に B2
が，「例えば，2345 なら，，，，まず，一の位を 3 個千の位へ移すと，3000 増えて 3 減るの
で，2997 になって，あ，増えた．それで十の位を 1 個百の位へやると，90 増えたことにな
って，それを足すと 3087 になって，最初の数の逆さまの数になっていて，その差が 3087
なので，どの連続する数でもその差が 3087 になっているから，反対の数になる．」と説明
した． 
 調査者が，2345 以外の場合はどうかと尋ねると，B2 は，「逆さの数にしたい時には，必





例としてそれを 4321 につくり変える操作を行おうとしており，また，1234 の例について










作的証明を構想しようとするときに，B2 は B1 の着想を見て同様の操作をやってみようと














































































































































































a) b) c) d) e) 
14＋8 = 22 
25＋8 = 33 
36＋8 = 44 
47＋8 = 55 
39＋9 = 48 
38＋8 = 46 
37＋7 = 44 
36＋6 = 42 
34＋10 = 44 
35＋20 = 55 
36＋30 = 66 
37＋40 = 77 
 4＋90 = 94 
15＋80 = 95 
26＋70 = 86 
37＋60 = 97 
20＋10 = 30 
31＋8  = 39 
42＋6  = 48 















例えば，a) の問題では，被加数が 2 ずつ増え，加数が 2 ずつ減っていくというパターン















a) b) c) d) 
41＋40 = 81 
43＋38 = 81 
45＋36 = 81 
46＋34 = 80 ! 
49＋32 = 81 
28＋15 = 43 
38＋16 = 54 
48＋17 = 65 
58＋18 = 76 
78＋19 = 97 ! 
24＋56 = 80 ! 
36＋46 = 82 
47＋36 = 83 
58＋26 = 84 
69＋16 = 85 
 8＋ 3 = 11 
19＋14 = 33 
20＋25 = 45 ! 
41＋36 = 77 
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側の数の 1 つが 1 増えていることが分かる．このような配置の問題を解くことによって，
内側の数が 1 増えると，外側の数の 2 か所で 1 増えることが観察され，計算三角形の構造
を理解できるように意図されている． 
また，下段の問題では，空欄に数を入れて完成させると，内側の上の数が 2 ずつ増え，内
側の左の数が 1 ずつ減っており，このことによって，外側の左の数は 1 ずつ増え，外側の右














2 7 9 
13 
7 6 
2 8 9 
13 
7 6 
3 9 10 
14 
8 6 
3 9 11 
11 
6 5 
7 12 13 
10 
6 4 
9 13 15 
9 
6 3 
11 14 17 
a) b) c) d) 
8 
6 2 
13 15 19 
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